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9.3.2   对坐标的曲面积分

1.有向曲面及曲面元素的投影

2. 对坐标的曲面积分的概念和性质

3. 对坐标的曲面积分的计算法

9.3.3 两类曲面积分之间的联系
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有向曲面及曲面元素的投影

•  曲面分类

双侧曲面

单侧曲面

莫比乌斯带

(单侧曲面的典型) 

双侧曲面有内侧和外
侧，左侧和右侧，上侧和
下侧，前侧和后侧之分
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其方向用法向量指向

方向余弦 γcos 封闭曲面

>0 为上侧

<0 为下侧

外侧

内侧
侧的规定

• 指定了侧的曲面叫有向曲面, 表示

如Σ取定了侧，则－Σ或Σ－表示取相反的侧。

αcos βcos

>0 为前侧

<0 为后侧

>0 为右侧

<0 为左侧
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例如，Σ：x+2y+3z=6与坐标平面
所围立体的边界曲面，取外侧。

则Σ1取下侧，Σ2取后侧。
y

2
z

3
6

x

O
Σ1

Σ3

Σ2

Σ4

z

x

yO

例如，球面 上
x≥0、y≥0的部分，取球面外侧。

若 222 yxRz −−±=

，取前侧。222 zyRx −−=

222 zxRy −−= ，取右侧。

2222 Rzyx =++

xOy（对 平面而言）

分别取上侧、下侧

4Σ 取上侧（前、右）3Σ 取左侧
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设Σ为有向曲面, 取Σ上一小块曲面 ，

( )x yS∆

投影到

规定 在 平面上的有向投影 为：

S∆ xoy

平面上得一投影区域，其面积记为

假定⊿S上各处的法向量与z轴的夹角γ的余弦
cosγ有相同的符号,若不然，要先对⊿S分块

S∆ xoy

⊿S在xOy面上的投影 ：⊿S在xOy

面上的投影区域的面积 附以一定的正负号。

( )xyS∆

( ) xy
σ∆

=∆ yxS)(
,)( yxσ∆
,)( yxσ∆−

,0

时当 0cos >γ

时当 0cos <γ
时当 0cos ≡γ
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( )yzS∆ ( )zxS∆

( )x yσ∆

( )x yS∆

=∆ yxS )(
,)( yxσ∆

,)( yxσ∆−

时当 0cos ≥γ

时当 0cos <γ

：yx)( σ∆ S xOy∆ 在 平面投影区域的面积

( )x yS∆ ： S xOy∆ 在 平面的有向投影

S S∆ ∑ ∆设 为有向 的一小块曲面，面积为平面 ：

类似地可以定义⊿S在yOz面及zOx上的投影
和

( ) ( )x y x yS σ∆ = ∆取上侧： ( ) ( )x y x yS σ∆ = − ∆下侧：

( ) cos 0S γ= ∆ ⋅ ≥

( ) cosS γ= ∆ ⋅
( )xy
σ∆

z

S∆
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第二类曲面积分的引例

设稳定流动的不可压缩流体的速度场为

求单位时间通过有向曲面 ∑ 的流量Φ (设
体密度为1) 。

分析 若 ∑ 是面积为S 的平面, 

法向量

流速为常向量 ，与 的夹角为
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A

v

n
θ

A

则通过闭区域A 流向 所指一侧的
流量就为斜柱体体积(因为体密度为1)

n


流速为常向量 ，与 的夹角为

：两个等高

的几何体若在所有等

高处的水平截面的面

积相等，则这两个几

何体的体

祖暅原理

积相等。
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Σ

对一般的有向曲面∑,

用“大化小, 常代变, 近似和, 取极限”

∑
=

n

i 10
lim
→λ

=Φ

0
lim
→

=
λ

∑
=

n

i 1
[ iiiiP αζηξ cos),,(

( , , )cosi i i iR ξ η ζ γ+

0
lim
→

=
λ

∑
=

n

i 1

iiiiQ βζηξ cos),,(+

] iS∆

设稳定流动的不可压缩流体的

速度场

进行分析可得

in iv

iii Snv ∆⋅

)cos,cos,(cos iiiin γβα=设

Φ

, 则

]( , , ( )) i x yi i i SR ξ η ζ ∆+
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设∑为光滑的有向曲面, 在∑上定义了一个

意分割和在局部面元上任意取点,

[∑
=

n

i 1
xziiii SQ ))(,,( ∆+ ζηξ

∫∫Σ ++ yxRxzQzyP dddddd

记作

P, Q, R 叫做被积函数; ∑ 叫做积分曲面。

分,或第二类曲面积分。

下列极限都存在

向量场 )),,,(),,,(),,,(( zyxRzyxQzyxPA = 若对Σ的任

则称此极限为向量场 A 在有向曲面上对坐标的曲面积

定义9.3.2
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引例中, 流过有向曲面 ∑ 的流体的流量为

∫∫Σ zyP dd

称为Q在有向曲面∑上对坐标z, x的曲面积分;

∫∫Σ yxR dd

称为R在有向曲面∑上对坐标 x, y的曲面积分.

称为P在有向曲面∑上对坐标y,z的曲面积分;

d d d d d dP y z Q z x R x y
Σ Σ Σ

+ +∫∫ ∫∫ ∫∫
d d d d d dP y z Q z x R x y

Σ
= + +∫∫

Φ =
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性质

(1) 若 同侧，之间无公共内点, 则

(2) 用Σˉ 表示 Σ 的反向曲面, 则

d d d d d d
i
P y z Q z x R x y

∑
+ +∫∫

d d d d d dP y z Q z x R x y
Σ

+ +∫∫

i∑且
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对坐标的曲面积分的计算法

定理 设光滑曲面 取上侧,

是 ∑ 上的连续函数, 则

∫∫Σ yxzyxR dd),,( )            ,,(∫∫=
yxD

yxR ),( yxz )1(dd yx

证
0

lim
→

=
λ ∑

=

n

i 1
yxiS )(∆∴ yxi )( σ∆=∵Σ 取上侧,

),( iii z ηξζ =

0
lim
→

=
λ

∑
=

n

i 1
)               ,,( iiR ηξ yxi )( σ∆

d d( , , ( ))
x yD

x yR x y z x, y= ∫∫

( , , )d dxR x y z y
Σ∫∫
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说明 如果积分曲面 Σ 取下侧, 则

∫∫Σ yxzyxR dd),,( )            ,,(∫∫−=
yxD

yxR ),( yxz )1(dd ′yx

yxiS )(∆ yxi )( σ∆−=

计算方法可概括为：“一代、二投影、三定向”

“一代” 曲面方程代入被积函数；

“二投影” 给出Σ在相应坐标平面上的投影

区域；

“三定向” 根据曲面的侧选取正负号。

注意：计算时要保证曲面为同一侧，否则应分片计算。
0cos >γ 0cos <γ
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d d d d d dP y z Q z x R x y
Σ

+ +∫∫计算

= d d d d d dP y z Q z x R x y
Σ Σ Σ

+ +∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫Σ yxzyxR dd),,(
(1) : ( , ), ( , ) x yz z x y x y D∑ = ∈

( , , ( , ))d d
x yD

R x y z x y x y= ± ∫∫
(上正下负)

(2) : ( , ), ( , ) ,y zx x y z y z D∑ = ∈

∫∫Σ zyzyxP dd),,( ),           ( zy,P
zyD∫∫±= zy dd

(前正后负)

( , )x y z

(3) : ( , ), ( , ) ,z xy y z x z x D∑ = ∈

∫∫Σ xzzyxQ dd),,( ) z,            ,(∫∫±=
xzD

xQ ),( xzy xz dd

(右正左负)
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特别地，在 S 上恒有：

∫∫≡
S

zyPxS dd          ,0cos  )1( 则轴，平行于即α

;0dd          ,0cos  )2( =≡ ∫∫
S

xzQyS 轴，平行于即β

.0dd          ,0cos  )3(
S

=≡ ∫∫ yxRzS 轴，平行于即γ

0 ;=
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例1 计算曲面积分

其中Σ是长方体Ω的整个表面的外侧，Ω=

{（x，y，z）|0≤x≤a，0≤y≤b，0≤z≤c}。

∫∫
Σ

++ ,222 dxdyzdzdxydydzx

Σ1：z=c(0≤x≤a，0≤y≤b)的上侧；

Σ2：z=0(0≤x≤a，0≤y≤b)的下侧；

Σ3：x=a(0≤y≤b，0≤z≤c)的前侧；

Σ4：x=0(0≤y≤b，0≤z≤c)的后侧；

Σ5：y=b(0≤x≤a，0≤z≤c)的右侧；

Σ6：y=0(0≤x≤a，0≤z≤c)的左侧；

解 把有向曲面Σ分成以下六部分：

x

z

y

2x dydz
Σ

=∫∫ ？
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类似地可得 ,acbdzdxy 22 =∫∫
Σ

.abcdxdyz 22 =∫∫
Σ

于是所求曲面积分为(a+b+c)abc。

除Σ3、Σ4外，其余四片曲面在yOz面上的投
影为零，因此

∫∫∫∫∫∫
ΣΣΣ

+=
4

2

3

22 dydzxdydzxdydzx

Σ3：x=a(0≤y≤b，0≤z≤c)的前侧；

Σ4：x=0(0≤y≤b，0≤z≤c)的后侧；

2 2 2 20
yz yzD D

x dydz a dydz dydz a bc
Σ

−= =∫∫ ∫∫ ∫∫
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22
1 1: yxz −−=∑

根据对称性 0dd =∫∫∑ yxxyz

例2 计算曲面积分 ,dd∫∫∑ yxxyz 其中∑为球面 +2x

在第一和第五卦限部分，取外侧

o

z

y
x 1

2∑

1∑

yxD





≥≥
≤+∈

0,0
1:),(

22

yx
yxDyx yx

22
2 1: yxz −−−=∑

122 =++ zy

 xOy∑曲面 对于平面 不同侧，

要先把曲面分为上

解：

下两部分

,
( , )

x y
z z x y

xOy
=

求对坐标 的积分，要先

把曲面表示为 ，再

往 平面作有向投影
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∫∫ −−=
yxD

yxyxyx dd 12 22

15
2=

o

z

y
x

12∑

1∑

yxD

∫∫∑∴ yxzyx dd ∫∫∑+
2

dd yxzyx∫∫∑=
1

dd yxzyx

∫∫=
yxD

yxxy dd                      221 yx −−

                           d d
x yD

xy x y−∫∫ )1( 22 yx −−−

=

22
1 1: yxz −−=∑





≥≥
≤+∈

0,0
1:),(

22

yx
yxDyx yx

22
2 1: yxz −−−=∑
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说明 对坐标的曲面积分由于有 的取向在内，
所以具有和定积分，重积分，第一类曲线积分，
第一类曲面积分在对称性问题上不同的结论。

∑

计算第二类曲线积分，第二类曲面积分时

慎用对称性解题

经验证，特殊情况下，轮换对称性仍成立：

设S 是球面 的外侧 , 则

2 2
d d d d
cos cosS S

y z x y
x x z z

=∫∫ ∫∫
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9.3.3 两类曲面积分之间的联系

1．设有向曲面Σ由方程z =z (x，y)给出，Σ在
xOy面上的投影区域为Dxy，函数z =z (x，y) 在Dxy
上具有一阶连续偏导数，R(x，y，z)在Σ上连续。
如果Σ取上侧，则

另一方面，因上述有向曲面Σ的法向量

.)],(,,[),,( ∫∫∫∫ =
Σ xyD

dxdyyxzyxRdxdyzyxR

2 2

1cos .
1 x yz z

γ =
+ +

{ , , 1}x yn z z= − −
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( , , )cosR x y z d Sγ
Σ
∫∫

( , , )R x y z dxdy
Σ

= ∫∫

2 2

2 2

1[ , , ( , )] 1
1xy

x y
D x y

R x y z x y z z dxdy
z z

= + +
+ +

∫∫

[ , , ( , )]
xyD

R x y z x y dxdy= ∫∫

( , )z z x yΣ =： 取上侧

2 2

1cos
1 x yz z

γ =
+ +

2 21 x ydS z z dxdy= + +

( , , )cosR x y z d Sγ
Σ
∫∫ ( , , ) (2)R x y z dxdy

Σ

= ∫∫
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如果Σ取下侧，则

.)],(,,[),,( ∫∫∫∫ −=
Σ xyD

dxdyyxzyxRdxdyzyxR

但此时 ,
1

1cos
22
yx zz ++

−
=γ

co( s, , )R x y z d Sγ
Σ
∫∫

2 2

2 2[ , , ( , ) 1
1

] 1

[ , , ( , )] .

xy

xy

x y

x yD

D

R x y z x y z z dxdy

R x y z d y

z z

x y xd

= + +
−

−=

+ +
∫∫

∫∫
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合并（2）、（3）、（4）三式，得两类曲面积分之间
的如下关系：

∫∫ ++
Σ

RdxdyQdzdxPdydz

（5）∫∫
Σ

++= dSRQP )coscoscos( γβα

其中cosα、cosβ、cosγ是有向曲面Σ上点（x，
y，z）处的法向量的方向余弦。

类似可推得

.cos),,(),,( ∫∫=∫∫
ΣΣ

dSzyxPdydzzyxP α （3）

（4）∫∫∫∫
ΣΣ

β= dScos)z,y,x(Qdzdx)z,y,x(Q
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{c{d osd , , cos , }d dd cos dd , }y z z x y Sx α γβ=
d dnS S=



{d d ,{ , } d d ,d d, }y z z x x yP Q R
∑

⋅∫∫
{cos , c{ os , cos }d, , } SP Q R α β γ

∑
= ⋅∫∫

σdx
y

z

o

dS
d cos dSσ γ=投影：

( )d cos d
xy

S Sγ=有向投影

d d cos dx y Sγ=
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令

∫∫∑ ++ yxRxzQzyP dddddd

( ) SRQP dcoscoscos∫∫∑ ++= γβα

向量形式

{ , , },A P Q R= {cos , cos , cos }n α β γ=

d d {d d , d d , d d }S n S y z z x x y= =
 

dA S
∑

⋅∫∫
 

∫∫∑ ⋅= SnA d

有向曲面元

{d d ,{ , } d d ,d d, }y z z x x yP Q R
∑

⋅∫∫
{cos , c{ os , cos }d, , } SP Q R α β γ

∑
= ⋅∫∫
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例5 把对坐标的曲面积分

化成对面积的曲面积分，其中Σ是z = 8－(x2+y2) 

在xOy面上方部分的上侧。

∫∫∑ ++ RdxdyQdzdxPdydz

解

}
yx

,
yx

y,
yx

x{
222222 441

1
441

2
441

2
++++++

=

Pdydz Qdzdx Rdxdy
Σ

+ +∫∫所以 ∫∫
Σ ++

++
= dS

yx
RyQxP
22 441

22

{ , ,1} {2 ,2 ,1}x yn z z x y= − − =


{cos ,cos ,cos }on α β γ=


2 2: 8 0z x y∑ − + + =
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内容小结

定义 ∫∫Σ Szyxf d),,( iii

n

i
i Sf ∆= ∑

=→
),,(lim

10
ζηξ

λ

∫∫Σ ++ yxRxzQzyP dddddd

[ ( ) zyiiii

n

i
SP ∆= ∑

=→
),,(lim

10
ζηξ

λ

( ) ]yxiiii SR ∆+ ),,( ζηξ

1. 两类曲面积分及其联系

( ) xziiii SQ ∆+ ),,( ζηξ

•

•

性质 ∫∫ −Σ
++ yxRxzQzyP dddddd

∫∫Σ ++−= yxRxzQzyP dddddd
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联系:

可以认为：

cod sdx Sy dγ= cod sdy Sz dα=
cd od s d d
cos

cosz x x ydS β
γ

β= =

cos d d
cos

x yα
γ

=

{d d ,{ , } d d ,d d, }y z z x x yP Q R
∑

⋅∫∫
{cos , c{ os , cos }d, , } SP Q R α β γ

∑
= ⋅∫∫

{d d ,d d ,d d }y z z x x y
{cos , cos , cd od ds }S S Sα β γ=

∫∫Σ ++ yxRxzQzyP dddddd

cos cos[ ]d d
cos cos

P Q R x yα β
γ γΣ

= + +∫∫
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2. 常用计算公式及方法

面积分
第一类 (对面积)

第二类 (对坐标)
二重积分

(1) 统一积分变量 代入曲面方程

(2) 积分元素投影
第一类： 面积投影

第二类： 有向投影

(4) 确定积分域 把曲面积分域投影到相关坐标面

注：二重积分是第一类曲面积分的特殊情况.

转化

( )方程不同，不同侧时要分片积分
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当 时，

yxzzyxzyxfSzyxf
yxD

yx dd1)),(,,(d),,( 22∫∫ ∫∫
∑

++=

yxyxzyxRyxzyxR
yxD

dd)),(,,(dd),,(∫∫ ∫∫
∑

±=

（上侧取“+”, 下侧取“−”)

类似可考虑在yoz面及zox 面上的二重积分转化公式 .


	幻灯片编号 1
	有向曲面及曲面元素的投影
	 指定了侧的曲面叫有向曲面, 
	幻灯片编号 4
	幻灯片编号 5
	幻灯片编号 6
	幻灯片编号 7
	幻灯片编号 8
	对一般的有向曲面,
	定义9.3.2
	幻灯片编号 11
	性质
	对坐标的曲面积分的计算法
	幻灯片编号 14
	幻灯片编号 15
	幻灯片编号 16
	幻灯片编号 17
	幻灯片编号 18
	例2  计算曲面积分
	幻灯片编号 20
	设S 是球面
	幻灯片编号 22
	幻灯片编号 23
	幻灯片编号 24
	幻灯片编号 25
	幻灯片编号 26
	幻灯片编号 27
	幻灯片编号 28
	内容小结
	幻灯片编号 30
	2. 常用计算公式及方法
	当

